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Introduct x EDP

° Introduction aux EDP
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Introduction aux EDP Définition

@ EDO : Equation Différentielle Ordinaire
@ EDP : Equation aux Dérivées Partielles (EDO c EDP)

@ Relation entre une fonction et ses dérivées partielles :

¢(x, u(x), (O(X)) gy apr -+ O ,-mu(x))(hM,.m)ewﬂm) —0,
o Uu:QeRY —SR" et ®:QxR"x---xR?"— RS

@ Lordre d’'une EDP correspond a I'ordre le plus élevé des dérivées

Léquation aux dérivées partielles est dite :
@ Linéaire si ®(x,-) est linéaire
@ Homogeéne si la fonction nulle est solution
@ Scalairesi s=n=1
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Introduction aux EDP Exemples et types

@ dyu(x,t) — 2 dwu(x,t) =0 Equation des ondes

@ owu(x,t) —vAu(x,t)=f(x,t) Diffusion de la chaleur

p+V.(pu)=0,
@ ¢ dpu)+V.(puu+ply)=0, Systeme d’Euler
di(pe)+V.((pe+p)u)=0.

Classification des EDP
On peut généralement classer les EDP en trois classes d’équations :
o Elliptiques : phénomeéne stationnaires ou d’équilibre
(exemple : équation de Poisson)
@ Paraboliques : elliptique + temps - phénomeéne de diffusion
(exemple : équation de la chaleur)
@ Hyperboliques : Phénoménes de propagation ou de conservation
(exemple : équation des ondes, lois de conservation scalaires, Euler)
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Résolution analytique des LCS

e Résolution analytique des LCS

Francois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS 019 3/39



Définition

@ Lois de Conservation Scalaires (LCS) :
owu(x, t) + Oxf(u(x, 1)) =0, (1)

ou u(x,t) estla solution et f(u) la fonction flux
@ Equation type des EDP hyperboliques

Pourquoi conservation ?
@ Soit un volume de contréle T = [a, b]

/1(1): /IatUdXZ—/Iaxf(u)dx

— %/udX:f(U)\a*f(u)\b

I

@ Lévolution temporelle de I'intégrale de u est dictée par ce qui
rentre dans I moins ce qu’il en sort, et ceci en terme de flux
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Résolution analytique des LCS Introduction

Conservation multidimensionnelle

@ dw(x,t)+V.F(u(x,t) =0

udV—— F(u).ndS
dt 29

Difficulté fondamentale des EDP hyperboliques

@ Méme en considérant une fonction flux f(-) et une donnée initiale
u(-,0) tres régulieres (par exemple C*), la solution peut devenir
discontinue en temps fini

@ Exemple standard : équation de Burgers

u(x,0) = sin(2mx), x €[0,1].

{ O+ 0x(3uP) =0, (x,t) € [0,1] x RT,

vy
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Résolution analytique des LCS Solutions fortes

Probléme de Cauchy

ot + Oxf(u) = 0, (x,t) e R x RT,
- { ©
u(x,0) = up(x), x € R,

avec feC?etuyy el

Définition : solution forte

Onditque u:R xRt — R est une solution forte de (C) si:

e uc(!
@ u satisfait I'’équation en tout point

Comment obtenir une telle solution ?
@ Idée : se ramener a une EDO qu’on saurait résoudre

—> Méthode des caractéristiques
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Forme non-conservative
@ Ju+f(u)oxu=0 Solution réguliere

@ Existe-t-il une courbe x(t) sur laquelle la solution u est conservée ?

Variation temporelle le long d’'une courbe

@ Soit la courbe x(X,t) telle que x(X,0) =X
@ La variation temporelle de la solution le long de cette courbe s’écrit :

d 9 ax(X,t) 8
d—tu(X(X, 1), t) = &U(X(X, 1), t) + S aU(X(X, t), t) |

ax(X.1)
o { %:f(u(x(X,t),t)),

x(X,0) = X.

° (%u(x(x, 1),t)=0, VteRt = u(x(X,1),t) =u(X), VteR"
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Solution forte

@ u(x(X,t),t) = up(X), VteRT
@ x(X,t)=a(u(X))t+X avec a(u)=f(u)

Remarque

@ On connait I'expression de x en fonction de X et t
@ Sion trouve la fonction réciproque X(x,t), alors la solution forte s’écrit

u(x,t) = tp(X(x,1))

Exemple : advection linéaire
@ Oiu+coxu=0, c € R la vitesse de transport
@ fluy=cu = alu)=c
o x(X,t)=ct+X <= X(xt=x—ct
@ La solution forte s’écrit donc :

u(x,t) = up(x —ct), V(x,t) e RxR"
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Résolution analytique des LCS Solutions fortes

Equation de transport : ¢
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Résolution analytique des LCS Solutions fortes

Cas général
@ |l est trés difficile de trouver la fonction réciproque X(x, t)
@ On peut utiliser une méthode de résolution numérique de I'équation

9g(X)=0 avec  g(X)=a(u(X))t+X—x,
pour (x,t) € R x RT donné
@ Xo=x
0 Xpi1 = X, — IX0)

9'(Xn)
@ Si |Xp11 — Xy < tol alors X = X1

Remarque : Hypothése cruciale

@ Lexistence de la solution forte repose sur I'hypothése qu’en tout point
(x,t) € R x RT, il n’y ait qu’'une seule caractéristique qui y passe
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Exemple : Burgers

O+ 0x(312) =0, (x,t) eRxRT,

° 1, si x <0, V
u(x,0)=<¢ 1—x, si xe][0,1],
0, si x> 1.
f(u)zéu = a(u)=u
X(X, ) =wp(X)t+ X
t+ X, si X <0, ! ! :
1 - X) f+ X si X e [07 1]7 Figure : Courbes caractéristiques
si X>1. dans le plan (x, t)
Solution forte

@ Par la méthode des caractéristiques, on peut obtenir la solution forte

1, si x <t
ux =4 22X sixeltt], Vo) eRx [0k
0, si x> 1.

@ t. estle temps critique ou les caractéristiques de croisent

Francois Vilar (IMAG)

[EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019 12/39



T
exact solution

-0.5 0 0‘.5 1
S

Frangois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019 13/39

4




S—
Théoreme

On suppose que :
@ feC?etuycCt,
d
'f'r'rD:'f(— ) réelle,
@ la borne inférieure inf (4 a(up(x))) estréelle
alors en posant

400 si D>0
otc: 1 )
-5 si D<O0

le probléme de Cauchy admet une solution unique C' sur R x [0, t,[

Exemple : Burgers

o f(u) =} u? avec up(x) = sin(2mx)

@ a(up(x)) =sin(2rx) = ;—X a(uo(x)) = 2 cos(2mx)

e D=-27r < 0 = tczl:0.1592
or
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Résolution analytique des LCS Solutions fortes

Remarque

@ La théorie des solutions fortes (u € C') s’étend aux fonction continues
et continiment dérivables par morceaux (C° et C' par morceaux)

@ Léquation d:u+ Oxf(u) = 0 est vérifiée partout sauf sur les lignes de
perte de régularité C'

@ Sur ces méme lignes, I'équation est vraie séparément de part et d’autre

Soit ag(x) = a(up(x)). On suppose que :
@ ay € C°N L>(R) et dérivable par morceaux

@ g, admet en tout point une dérivée a gauche et a droite :
D < gy(x*) R, VxeR,

alors en posant
+o00 si D>0
o tc = 1 .
-5 si D<O0

le probleme de Cauchy admet une solution unique sur R x [0, t,[
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Retour a I'exemple précédent

O+ 0x(312) =0, (x,t) €RxRT,

° 1, si x <0,
u(x,0)=< 1—x, si xel0,1],
0, si x> 1.

® a(x)=uw(x) = ay(x¥)>-1,vxeR
@ Le temps critique estdonc  t; =1
@ Par la méthode des caractéristiques, on obtient la solution forte :

1, si x <t
u(x, t) = 11%):, si x e[t1], Y(x,t) € R x [0, 1]
0, si x> 1.

Question
@ Que se passe-t-il apres linstant ¢, ?
@ Existe-t-il une solution aprés l'instant t; ?
@ Est-ce utile de connaitre la solution apres I'apparition de discontinuités ?
— Probléme essentiel, théorie des solutions faibles

Frangois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019 16/39




T
exact solution

-0.5 0 0‘.5 1
S

Frangois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019 17/39

4




Résolution analytique des LCS Solutions faibles

Rappel

@ Cl(R x R*) T'espace des fonctions C' & support compact

Exemple : ¢(x,t)=0 si t>T ou |x|>A

Remarque

@ u solution forte de (C)
@ ¢ € C(R x RY)

/ (Oru + Oxf(u)) ¢ dxdt =0

]R><]RJr

= // (udrg + F(U)Oxo) dxdt—/uo(x) #(x,0)dx =0 (F)

@ Les dérivées 0; et Oy sont a présent portées par ¢

@ (F) aunsensdesque ue Ly (R xRY)

Définition : solution faible
@ Ondit que u € Lj5(R x R1) est une solution faible de (C) si u vérifie (F)

loc

Vé € CY(R x R¥)
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles

Remarque

@ u solution forte = u solution faible
@ u solution faible C° et C' par morceaux = u solution forte

Hypotheses

On considérera uniquement :
@ Les solutions faibles C' par morceaux
@ Un nombre fini de discontinuité (sauts) dans I'espace (x, t)

@ Chaque discontinuité ¥ admet une paramétrisation (o(f),t) avec of(.)
fonction C'

@ On note n une normale de X définie comme n = (ny, n;)t = (1,0'(t))!

@ Chaque solution v admet de part et d’autre de chaque courbe des
limites notée u~ et u™ solution fortes de (C)

@ Toutes les discontinuités sont-elles admissibles ?
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles

Relation de Rankine-Hugoniot

@ La solution u vérifie la relation de saut suivante le long de X :
[f(u)] = o' (1) [ul,

ou [¢] = ¢F — o~
@ Cette relation nous permet de définir la vitesse de propagation S = ¢'()
des discontinuités admissibles comme :

_ fun) - fur)

S
ut —u-

Preuve

@ u solution faible et ¢ € C}() !
° / (Udr + F(u) D) dxdt = 0

Q
° / (udro + f(u) Ox) dxdt  +

/ (Ui + f(u) Oxg) dxdt =0

Qt

z y
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Preuve

o uestC' surQ etQt

° —/ (Oru + Oxf(u))pdxdt + / (u=¢ny +f(u")pn;)dxdt —
Q- [293a1€) >
/ (Oru + Oxf(u))pdxdt + / (utonf +f(uT)ony)dxdt = 0
Q+ oQTUX

@ u est solution forte sur Q~ et QF

en=nt=-n et n=(1,0())
o / (u* — u ) nf + (Fuh) — f(u™))n}) pdxdt = 0, Vo e Cy(Q)
oN+tux
° (um —u)nf + (f(ut) —f(u™))nf =0
° f(ut)y—flum)=d'(t) (ut —u™)
Retour a I'exemple précédent

. 1, si x <1,
otln_rnu(x,t)_{()’ si x>1.

e S=[f(u)]/[u]l =3 Rankine-Hugoniot |
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles

e s

Retour a I'exemple précédent

t

7

@ Pour t > 1, le choc se propage a la vitesse % al(

t—1 14t

@ x(H)y=1+ - =% Courbe du choc
1, six<i

® u(x,t) = , o Vi1 : ?
0, si x>t

2 Fig. : Courbes caractéristiques
w

@ Si (C) admet une solution forte, cette solution est unique

@ Qu’en est-il des solutions faibles ?
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Résolution analytique des LCS Non-unicité des solutions faibles

Non-unicité des solutions faibles - Exemple

t

(x,t) € R x RY,
0, si x <0, )

Hen) = 1, si X. '

o fluy=3u* = au=u

X, siX<o0,
° X(X’t)—{ t+X, si X>0.

0 T
Figure : Courbes caractéristiques

Solution discontinue

|

_ At —fur) 1 _ /i
°S=" Ty T2 [R-H] )

0, six<igt
® tbot)= 1, s x>}t

@ Choc de détente

0 il
Figure : Courbes caractéristiques
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Résolution analytique des LCS Non-unicité des solutions faibles

Solution faible discontinue

02 |-
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Résolution analytique des LCS Non-unicité des solutions faibles

Solution faible réguliére

ox(X,t)
———=a X, t),t t
x(X,0) = X.
ox(X,t)
_ a—1 ’
° u(x(X,t),t)=a ( o )
0x(0,1) X
@ au)=u et —=&=—
(u) 5 &=+
0, si x <0,
X . pd
@ u(x,t)= T si x € [0,1], 3 ra
i Figure : Courbes caractéristiques
1, si x> 1.
Remarque
@ On a trouvé deux solutions faibles pour ce probléme
@ Certains problemes admettent une infinité de solutions faibles
@ Peut-on trouver un critére permettant de sélectionner la bonne solution ?
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles entropiques

Second principe de la thermodynamique

@ Lentropie d’un systéme ne fait que croitre

@ Transformation réversible : AS =0

@ Transformation irréversible : AS >0
Définition

@ Une fonction strictement convexe 7 € C? est une entropie de I'équation

O + Oxf(u) = 0 ssi ¢ € C' appelé flux d’entropie tel que si u est une
solution forte alors u satisfait aussi la loi de conservation

Im(u) + ox(u) =0

Cas scalaire

@ Toute fonction 7 € C? strictement convexe est une entropie car il suffit de
choisir ¢ tel que ¥'(u) = n'(u) f'(u)

' (u) (O + 0xf(u)) = Om(u) +n'(u) F'(U)du = y(u) + Oxip(u) = 0
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles entropiques

Définition
@ Une solution faible u de (C) est dite entropique ssi, V entropie 7
associée a 1, u satisfait I'inégalité d’entropie suivante

/ / (n(U)0r + $(U)dxd) dxdt > 0, Ve CY(R x R?)
RxR+

@ On note généralement que 9m(u) + dxy(u) < 0 en formulation faible

Explications

@ Dans la physique des milieux continus, il N’y a pas de discontinuité des
variables thermodynamiques

@ Il'y a toujours un terme de viscosité, aussi petit soit-il
(exple : viscosité de I'air sur les vagues)

@ Considérons 'équation  9;u° + Oxf(U°) = e Ot (V)
@ La viscosité régularise (lisse) la solution

@ Une solution faible u sera entropique si elle est la limite d’'une solution
visqueuse u° quand e — 0
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles entropiques

o 1/(uf) x (V) : Om(U) + Ox(U) = e/ (U°) OxxU®

= ¢ O (UF) — " (U°) (Bxur?)?
@ n(-) eststrictement convexe — 7”(v°) >0
0 Om(Uf) + Ok (u®) < € Ixxm(U*)

@ Quand ¢ — 0 on obtient 9 (u) + dxy(u) < 0 en formulation faible

Théoréme

@ On suppose que f € C' etque up € L2 (R)

loc
@ Alors le probleme de Cauchy (C) admet une unique solution faible
entropique bornée dans R x R+.

@ De plus, cette solution vérifie le principe du maximum

Principe du maximum
@ Si a<u(x)<p presque partoutdans R
@ Alors Vit >0, a<u(x,t)<p presque partoutdans R

o’
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Résolution analytique des LCS Solutions faibles entropiques

Condition d’entropie de Lax

@ Si f est strictement convexe ou strictement concave, un choc est
entropique ssi

a(u™) > S > a(ut),

fut) — f(u”)

ou S=
ut —u-

la vitesse de propagation du choc

Remarques

@ La vitesse de la discontinuité est supérieure a la vitesse de propagation
en amont et inférieure a la vitesse en aval
@ Les caractéristiques rentrent dans le choc

@ Un choc entropigue est un processus irréversible au cours duquel on
perd de l'information. On ne peut pas savoir d'ou vient la solution

Retour a 'exemple précédent : solution faible discontinue
ou =0etut=1 = alu)=0 et alut) =1
e S= % = Solution faible non-entropique
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Résolution analytique des LCS Probléme de Riemann

Probleme de Riemann

@ Probleme de Cauchy avec une donnée initiale a deux états constants
owu+ okf(u) =0, (x,t) e RxRF,

° u-, si x <0, ,
u(x,0) = .
(x,0) { ut, si x> 0.

ol u~ et u* sont constantes données, et f(-) € C?

f(-) strictement convexe et v~ > u*

f(ut) —f(u~
@ a(u”) > a(ut) = chocavec S= %
i ¥<S,
i §>S.
St St
(a) Choc a gauche (b) Choc centré (c) Choc a droite
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Résolution analytique des LCS Probléme de Riemann

Probleme de Riemann

@ Probleme de Cauchy avec une donnée initiale a deux états constants
owu+ okf(u) =0, (x,t) e RxRF,

° u-, si x <0, ,
u(x,0) = .
(x,0) { ut, si x> 0.

ol u~ et u* sont constantes données, et f(-) € C?

f(-) strictement convexe et v~ > u*

f(ut) —f(u~
@ a(u”) > a(ut) = chocavec S= %
u-, si ¥ <S,
° u(x,t) = .
(x.1) {u+, si ¥> 8.
(@) Choc a gauche (b) Choc centré (c) Choc a droite
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Résolution analytique des LCS Probléme de Riemann

Remarque : invariance par homothétie
@ Soit u(x,t) solution de I'équation o:u(x,t) + dxf(u(x,t)) =0
@ Soit le changement de variables x’ = Ax et t/ =\t
@ Comme Oy = OxX' Oy = A0y et Oy = Oxt' Oy = X\ Oy , On obtient

oru(x’' 1) + Oxf(u(x', 1)) = X (Opu(x', ') + O f(u(x', 1)) =0

@ u(Ax,\t) estdonc aussi solution de I'équation o;u + dxf(u) =0
@ On va chercher des solutions de la forme u(x,t) = v(%)

Solutions auto-semblables ou auto-similaires

f(-) strictement convexe et ut > u~
@ a(ut) > a(u”) = détente
@ Soit la fonction u(x, t) = v(§) avec §: X
@ (&) = V(O aE=—-5V(€) et dv(§) = V() =FV(e)
@ u(x,t) serasolutionsi Vv/(¢) (a(v) —5) =0
@ En excluant la fonction constante v/(¢) = 0, on obtient que a(v) =¢
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Résolution analytique des LCS Probléme de Riemann

f(-) strictement convexe et u™ > u~

@ Comme a(-) est strictement croissante, a réalise une bijection entre
[u™,u'] «— [a(u),a(u")]

@ Donc v(¢) = a'(¢) pourtout ¢ € [a(u™),a(u™)]

u-, si ¥ <a(u™),
o u(x,t)=9 a (), si §elalu) alum),
ut, si ¥ > a(ut).
¢ t t
0 x \ 0 x 0 x
(a) Détente a gauche (b) Détente centré (c) Détente a droite

o
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Résolution analytique des LCS Probléme de Riemann

f(-) strictement convexe et u™ > u~

@ Comme a(-) est strictement croissante, a réalise une bijection entre

[u™, u™] «— [a(u™) a(u™)]

@ Donc v(¢) =a'(¢) pourtout ¢ € [a(u™),a(ut)]

u-, si ¥ <a(u™),
o u(x,ty=4q a'(%¥), si ¥ela(u), a(u)),
ut, si ¥ > a(ut).
u h u A
- —_—
(1 U
- —_— >
u" u u
> > e
(a) Détente a gauche (b) Détente centré (c) Détente a droite
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Conclusion

@ On voit que dans tous les cas, I'unique solution entropique bornée du

probleme de Riemann ne dépend que de 7, solution dite auto-semblable.

u(x,t)=w (? u-, u+)

Proposition
@ Lunique solution entropique du probléme de Riemann vérifie

< inf (a(u))

uel(u—,ut)

> sup (a(u))

uel(u—,ut)

u- si

~Ix

X
4% (—; uﬂu*) =
t ut si

~Ix

ou I(u=,u™) = [min(u—, u™), max(u—, u™)]
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Résolution analytique des LCS Trafic routier

Exemple : Trafic routier

@ p(x,t) la densité de véhicules le long d’'une autoroute rectiligne et infinie

X1
@ N(xo,x1,t) = / p(x,t)dx le nombre de voitures entre x; et xq
Xo

@ v(x,t) lavitesse des véhicules
o f(x,t) = p(x,t)v(x,t) facteur de perte ou de gain de véhicules
@ On obtient alors I'équation de conservation suivante

8[0 + 8)((,0 V) =0.
@ Modeéle LWR (Lighthill-Whitham-Richards) :

V(p):Umax(1— 2 )

Pmax

© Unax =130 et pmax = - avec L la longueur moyenne des véhicules
@ Version adimensionnée  Umax =1 €t pmax =1

dip+ 0x(p(1 - p)) = 0.
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Résolution analytique des LCS Trafic routier

Trafic routier : probléme simple
Op+x(p(1—p)) =0,

1. six<0,
o
po(x) =< %, si x€]0,1],
1. st x>1.
° flp)=p(1-p) = alp)=1-2p
° x(X,t) = a(po(X)) t + X /
X, si X <0, 0 ! !
= %t—l— X, si Xe€]0,1], Figure : Courbes caractéristiques
%t—{—X, si X >1. dans le plan (x, t)
Choc en 1
f(3y = f(1
e S= M = g vitesse du choc [R-H]
4 8
1 s xe]dt,1+ 8t
® p(x,t) = ? . 4
£ si x>1+St.
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Détente en 0

@ d(p)=—-2<0 = a(-) strictement croissante

@ a(-) réalise une bijection entre [1, 1] et [0, 3]

ealp)=b <= 1-2p=b <« a'lb)=132

o px,f) =151, si %e[03]

Solution faible entropique

5, si x <0,
1—X q 3
o s 2 s 2D
& sixe [3t1+ 8t
3 si x>1+ St.

@ Solution valable jusqu’a t = 8, instant auquel 'onde de détente
rencontre 'onde de choc

@ Aprés ce temps, la droite caractéristique du choc devient courbe et est

Xc

définie par une EDO non-linéaire :  x}(t) = 1 + 1% avec x,(8) = 6
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0.55

T
exact solution

0.5 i

04 |- R

0.35 - 7

0.25 -

0.2 7

0.15 |- 1

W

Francois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019 38/39



Schémas volumes finis appliquées au LCS

e Schémas volumes finis appliquées au LCS
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Correction a poste i de sous-mailles

Charger la suite
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